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CAPITULO

Introducao

Neste curso serdo apresentados os modos de Transferéncia de Calor por condu-

cdo, conveccao e radiacao, seus principios fisicos, modelagem matematica, aplicacao
de condicoes de contorno e condi¢des iniciais.

1.1

1.2

Ementa

Modos de transferéncia
Conducdo em regime permanente
Conducdo em regime transiente
Conveccao

Trocadores de Calor

Radiacao

Cronograma das aulas

Aula 01 Apresentac¢do da disciplina, bibliografia, avaliagoes. Revisdo dos conceitos
fundamentais

Aula 02 Calor e energia
Aula 03 Equacao da difusao de calor e condicoes de contorno

Aula 04 Aplicacao da equacao da difusao de calor






CAPITULO 2

Transferéncia de calor nas ciéncias
térmicas

2.1 Objetivo do Capitulo

* Neste capitulo serdo apresentados os conceitos fundamentais para o entendi-
mento da Transferéncia de Calor, sua relacdo com a Termodinamica e a Mecanica
dos fluidos e os modos de transferéncia de calor

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Entender as formas de energia e diferencia-las
2. Explicar o que é calor

3. Entender os modos de transferéncia de calor e suas equagdes

2.2 Transferéncia de Calor, Termodinamica e Mecanica dos Fluidos
Transferéncia de Calor é uma disciplina que trata dos processos de troca de
calor. Calor, trabalho e energia sdo relacionados pela 12 Lei da Termodinamica.

A termodinamica € a ciéncia que estuda a energia e as suas transformacoes.
Como tal, os conceitos da termodinamica sao fundamentais para o entendimento de
qualquer disciplina da 4rea térmica.

* Termodindamica envolve interagoes de calor e trabalho do sistema com o meio

e Termodinamica nao nos fornece informacdes sobre os mecanismos que permi-
tem as trocas de calor nem métodos para calcular a taxa de transferéncia de
calor

Ja a mecanica de fluidos serd importante no estudo das trocas de calor que
envolvem o escoamento de fluidos. Conceitos importantes sdo:

e Camada limite térmica e fluidodindmica
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e Escoamento natural ou for¢cado
¢ Escoamento laminar ou turbulento

e Escoamento em regido de entrada ou completamente desenvolvido

Similaridade

2.3 Energia

Energia (E), em sua defini¢do mais genérica, é a capacidade de se produzir um
efeito. E uma propriedade do sistema que pode ser representada de forma extensiva,
intensiva, como taxa ou como fluxo de energia:

1. Sistema

Regido delimitada do espago que sera o foco de interesse.

2. Propriedade extensiva
Considera toda a massa do sistema.

Unidade no sistema internacional de unidades (S.I) é o Joule []J].

3. Propriedade intensiva

Avaliada por unidade de massa

Unidades no S.I de Joules por Kilograma KL]
g

4. Em func¢ao do tempo

Representada como taxa de energia

Unidades no S.I de Joules por segundo (ou Watts) [é] =[W]

5. Em func¢do do tempo e da drea

Representada como fluxo de energia.

Unidade no S.Ié

m2

Matematicamente a energia é representada como:

E=U+Ex+Ep+.. (2.1)

Sendo:

* U: energia interna, composta por:
energia térmica, na forma de calor sensivel e calor latente
energia atdmica

energia quimica
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* Ek: energia cinética

_ mV?
Ex ==

* Ep:energia potencial

Ep=m.g.z

e Qutras forma de energia, tais como eldstica, acustica, etc

2.4 Calor

Calor é:

Energia térmica em transito devido a um gradiente de temperatura

» Energia térmica € uma das parcelas da energia interna, sendo composta por:
Calor sensivel

Parcela do calor que € sentida pelo termémetro na forma de variacao de
temperatura

Calor latente

Parcela de calor que é absorvida ou liberada pelo sistema durante processos
de mudanca de fase, que ocorrem a temperatura constante. O termémetro nao
consegue perceber variacdo de temperatura, mas a quantidade de energia no
sistema varia.

e Gradiente de temperatura € a variacdao de temperatura no espaco

E um Vetor que aponta na direcdo de maior crescimento do campo escalar.

Calor é uma energia em transito. Nao se diz que um estado termodinamico
possui determinada quantidade de calor, da mesma forma como néo se diz que ele
possui uma determinada quantidade de trabalho. Ambos, calor e trabalho, dependem
do processo, dependem da mudanca de um estado termodinamico inicial para um
estado termodinamico final.
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2.5 Temperatura e gradiente de temperatura

T f T T
6l 20 20 | 6l 20 20 |
4 4
4 ¢ Q| 4 l 2
20 20 20 2
L] L]
9l 40 40 50 50 | 9 50 50 |
50 50 50 50
[ ] [ ]
| | | | | | | | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(a) (b)

Figura 2.1 - a) Temperatura é um campo escalar: possui valor em determinada coordenada
espacial; b) Isotermas (curvas de igual temperatura) e vetor gradiente apresentado
em dois pontos (com direcdo normal a isoterma no ponto e sentido de crescimento
do campo escalar

A temperatura é uma medida do grau de agitacdo molecular. E um campo
escalar, ou seja, possui valor em determinado ponto espacial, em determinado instante.
Como todo escalar, possui médulo, mas nao possui direcao nem sentido. Como exemplo,
a Fig.2.1(a) apresenta valores de temperatura em uma placa plana.

Com os valores de temperatura determinados no sistema em determinado
instante, é possivel tracar as curvas isotérmicas, ou seja, curvas que apresentam o
mesmo valor de temperatura, conforme apresentado na Fig.2.1(b)

O gradiente da temperatura, por sua vez, é um vetor que aponta na direcao
de maior crescimento do campo escalar em cada ponto. Considerando as linhas iso-
térmicas na Fig.2.1(b)), o vetor gradiente em cada ponto terd dire¢do normal a linha
isotérmica, com sentido da menor temperatura para a maior temperatura. A Fig.2.1(b)
apresenta o gradiente em dois pontos do campo escalar.

O simbolo matemadtico para o gradiente é o operador "Del". Del é um operador
representado pela letra Nabla e simbolo V, podendo ser aplicado sobre um escalar ou
sobre um vetor (como produto escalar de dois vetores ou como produto vetorial de dois
vetores). Como qualquer operador, tal como soma, subtracdo, multiplicacao e divisao,
Del opera sobre a varidvel em que € aplicado.

* O operador del aplicado sobre um escalar é chamado de Gradiente, e resulta em
um campo vetorial.

Seja T a temperatura em um campo escalar (x, y, z). O valor da temperatura
depende da posicdo espacial: T = T(x, ¥, z). Em coordenadas cartesianas o operador
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gradiente sera um vetor com componentes:

GT—,» 0T—> oT -
gradlT(x,y,z] =VTiyz =

2.2
oz T ay! "5z (22)

* O operador Del aplicado como produto escalar em um vetor é chamado de Diver-
gente, e resulta em um campo escalar.

Seja o vetor A=ayi+ ayf+ ask.0 operador Del aplicado como produto esca-

lar sobre o vetor resulta no divergente, que é a soma das derivadas parciais de suas
componentes vetoriais:

Div(A)=VA=V(a,i+a,j+a,k Odx + 9ay + 9a; (2.3)
v = = (759 a a = .
* yi T Gz 0ox Jdy 0z

Aplicando o Divergente sobre o Gradiente da temperatura, temos:

V(VT) = V(G—T?+6—T7+ G—T%)
~Yox' Ty’

-2 (M), 2 (o), 2 (o)

~ox\ox) ay\oy) oz\oz

.. 0°T 0°T 0°T

VT = o + 6y2 + 32 (2.4)

* O operador Del aplicado como produto vetorial em um vetor é chamado de
rotacional, e resulta em um campo vetorial.

Seja o vetor A=ayi+ ayf+ a,k.0 operador Del aplicado como produto vetorial
sobre o vetor resulta no rotacional, que é ao determinante da matriz:

rot(A) = VxA=det (2.5)

S o~
%Q &l@\;
SRR

2.6 Modos de Transferéncia de Calor

2.6.1 Conducdo
* Ocorre em so6lidos.
* Ocorre em fluidos estagnados

* Ocorre devido a uma diferenca de temperatura
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2.6.2 Conveccdo

¢ Ocorre em fluidos em movimento

¢ Depende do movimento macroscopico da massa de fluido no espaco

2.6.3 Radiacdo

e Corpos emitem e absorvem radiacao

Todo corpo a temperatura maior do que zero absoluto emite radiacao

e Nao depende de meio sélido

e Para um corpo, queremos o balanco entre a energia irradiada e a absorvida
Emissividade €

Absortividade G

2.7 AprimeiraLei datermodinidmica para um sistema fechado: ener-
gia, calor e trabalho

Energia, calor e trabalho sao relacionados pela primeira lei da termodinamica,
que evoluiu da Equivaléncia mecdnica do calor, proposto por Rumford e dos trabalhos
experimentais de Joule.

Joule realizou experimentos em processos de um estado inicial a um final en-
volvendo vérios tipos diferentes de trabalho, tais como trabalho elétrico e trabalho
mecanico, em diferentes arranjos e em varios sistemas, compreendendo diversas subs-
tancias puras, misturas e substancias passando por reacoes quimicas.

A Primeira Lei da Termodindmica é um resultado empirico, confirmado por
experiéncias prdticas e de laboratorio.

2.7.1 Energia e calor

Imagine um sistema fechado que recebe calor do ambiente. A temperatura do
sistema ird aumentar ao longo do tempo, de um estado inicial para um estado final.
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Figura 2.2 - Um sistema fechado recebendo calor de uma fonte externa sofrerd aumento de sua
energia E e consequentemente aumento de sua temperatura

A quantidade total de calor adicionado ao sistema depende somente dos estados
inicial e final do processo, e ndo dos estados intermediarios. Pode-se, portanto, definir
uma nova propriedade ou funcdo de estado, cujo acréscimo representa o calor recebido
pelo sistema no processo. Esta propriedade é chamada de energia interna do sistema U.
Por ser uma variavel de estado, sua variacao é uma diferencial exata, representada por
du.

Assumindo que para o dado sistema um valor arbitrdrio de U é definido para
um estado de referéncia, valores correspondentes de U para todos os outros estados
podem ser encontrados pela medicdo do calor nos processos.

dU=0Q (2.6)

Trata-se de um calor adicionado da vizinhanca ao sistema, que resulta num
aumento da energia interna do sistema

2.7.2 Energia e trabalho

O experimento clédssico de Joule envolvendo trabalho e variacao de energia
consistiu na medicao da variacao de temperatura em um aparato com uma pda imersa
no interior do sistema isolado do meio (de forma a ndo trocar calor), acionada pela
queda de dois pesos de uma altura especificada (realizagao de trabalho).
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Joule Plate IV.

Fig Il

Scale fi

Figura 2.3 - Um sistema fechado recebendo trabalho de uma fonte externa sofrerd aumento de
sua energia E e consequentemente aumento de sua temperatura. New
determination of the mechanical equivalent of heat, 1878

O experimento requereu termOmetros bastante precisos, desenvolvidos por
Joule em funcdo de sua experiéncia com a fabricacao de cervejas.

As medi¢oes mostraram que, para uma dada quantidade de trabalho realizado,
ocorria uma determinada variacdo de temperatura no sistema. Da mesma forma que
na adic¢do de calor, a mudanca de estado é representada pelo acréscimo na funcao de
estado energia interna, que depende apenas dos estados inicial e final do processo
(logo, é uma diferencial exata):

au=o6w (2.7)

Trata-se de um trabalho realizado da vizinhanga no sistema, resultando
num aumento da energia interna do sistema

2.7.3 A primeira lei

O calor adicionado ao sistema e o trabalho realizado no sistema pela vizinhanca
causam uma mudanca de energia dU.

U é uma propriedade de estado e sua variacao dU é uma diferencial exata, ou
seja, depende apenas dos estados inicial e final do sistema. Para esta variacao de energia
dU, entretanto, existe uma quantidade infinita de formas, ou processos, pelas quais
calor pode ser adicionado ao sistema e trabalho pode ser realizado sobre o sistema.
Assim, tanto calor quanto trabalho sdo diferenciais inexatas, representadas por 6.

A formulagdo matemaética da primeira lei se deve, entre outros, a Thomsom e a
Clausius. Sua forma é:

AU =6Q+6W 2.8)

sendo:

* dU:variagdo da energia interna do sistema
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* 5Q: quantidade de calor adicionado da vizinhanca ao sistema

e JW: quantidade de trabalho realizado pela vizinhanca no sistema
Na Eq. 2.8, podemos observar que:

* Calor adicionado da vizinhanca ao sistema aumenta a energia do sistema

se um sistema recebe calor da vizinhanca, sua energia especifica no final do
processo (u2) € maior do que sua energia especifica no inicio do processo (). Ou
seja, a energia interna do sistema € proporcional ao calor adicionado ao sistema
pela vizinhanca. Aqui, € importante termos bastante atencao. O calor adicionado
pela vizinhanca sobre o sistema é um calor positivo, e leva a um aumento da
energia interna do sistema.

* Calor realizado pelo sistema na vizinhanca diminui a energia do sistema

* Trabalho realizado pela vizinhanca no sistema aumenta a energia do sistema

se um sistema recebe trabalho da vizinhanca, sua energia especifica no final
do processo (u2) é maior do que sua energia especifica no inicio do processo (u;).
A energia interna do sistema também é proporcional ao trabalho realizado no
sistema pela vizinhanca. E muito importante compreendermos bem de onde e
para onde vai o trabalho. O trabalho realizado pela vizinhanca sobre o sistema é
um trabalho positivo e, de maneira semelhante ao calor, resulta num aumento da
energia interna do sistema.

 Trabalho realizado pelo sistema na vizinhanca diminui a energia do sistema

A eq. 2.8 representa matematicamente a primeira lei da termodinamica.

Clausius, em seu trabalho, formulou a primeira lei como:

AU =86Q-6W (2.9)

O foco de Clausius era o trabalho realizado por uma méquina térmica. Desta
forma, por convencgao, o trabalho realizado pelo sistema (madquina) na vizinhanca é
um trabalho positivo. Como, para realizar trabalho, o sistema deve gastar energia (sua
energia final serd menor do que sua energia inicial), h4 a necessidade do sinal negativo.

Na formulagdo anterior, foi considerado apenas a variacao da energia interna U
do sistema. De forma mais ampla, podemos considerar que a realizacdo de trabalho e a
adicdo de calor também podem levar a uma mudanca da energia cinética do sistema
Ex ou auma mudanca da energia potencial do sistema Ep. Logo:

dE=dU+dEx+dEp+... (2.10)

A variac¢do de energia total do sistema pode ocorrer devido a variagdo da energia
interna, cinética, potencial ou outras formas de energia. Considerando a variacao dessas
outras parcelas de energia (em especial cinética e potencial), a primeira lei pode ser
escrita como:

dE =5Q+5W (2.11)
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A primeira lei também pode ser representada em termos das taxas:

dE . .
— =86Q+6W 2.12
T, Q+ (2.12)

. %: taxa de variacao de energia do sistema [J/s] = [W];

L3N0} Q taxa de calor adicionado da vizinhanca ao sistema [W]

« §W: taxa de trabalho realizado pela vizinhanga no sistema [W]

2.7.4 Primeira lei para um ciclo

Ciclo é um processo cujo estado final é igual ao inicial. Como E é uma proprie-
dade, a variac¢do liquida de E para um ciclo é nula. Logo:

famfaw:o (2.13)

Ijg5Q|=|f5W| (2.14)

Algebricamente, o calor liquido recebido pelo sistema durante um ciclo é igual
ao trabalho liquido realizado pelo sistema durante o ciclo.

Ou

2.7.5 Processo adiabatico

Se isolantes forem colocados entre o sistema e sua vizinhanca, que estdo a
temperaturas diferentes, o calor Q se torna pequeno. Se o isolante for muito efetivo, Q
se torna muito pequeno. Pode-se extrapolar para a condi¢cao em que o calor é nulo. Tal
processo é denominado adiabditico.

Processos a iguais temperaturas também sdo adiabdticos, pois ndo hé gradiente
de temperatura e portanto Q = 0.

2.8 Primeiralei da Termodinamica para um sistema aberto

Vamos expandir a primeira lei para um sistema fechado, de forma que ela
também possa representar sistemas abertos, que possuem massa entrando ou saindo
do sistema (ou volume de controle).
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P 3 Me "r-:h) :'E"'
Ly 3 3
| p, i My w—
: 77777 —
| Ly |

Para estes casos, temos que considerar o trabalho realizado pela vizinhanca
sobre o sistema para colocar uma determinada quantidade de massa no interior do
volume de controle (m,), e o trabalho realizado pelo sistema na vizinhanca para remover
uma determinada quantidade de massa do volume de controle (7).

O trabalho para colocar a massa da vizinhanca no interior do volume de controle
representa um termo de trabalho positivo, ou seja, trabalho realizado pela vizinhanga
sobre o sistema, e resulta num aumento da energia do sistema. Imaginemos uma forca
aplicada para deslocar uma determinada quantidade de volume por uma distancia L.
Assim:

W =F.L (2.15)

Podemos representar o termo de forca em funcao da pressdo exercida na regiao
de entrada (P;) sobre a drea da secdo transversal A;: F; = P;.A;. Desta forma, a equagao
2.15 pode ser escrita como:

Wi = (Py.A1).L (2.16)
O produto da area por uma distancia nos fornece o volume, logo:

Wy = (P1.A)).Ly
A].Ll = Vl
W, =PV} (2.17)

Adotando o mesmo procedimento, podemos obter o trabalho realizado pelo
sistema na vizinhang¢a para remover uma determinada quantidade de massa do sistema.
Neste caso, o trabalho é negativo (o sistema gasta energia para realizar esse trabalho
sobre a vizinhanca).

Wy =—-P,.V, (2.18)
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Os trabalhos apresentados nas Egs. 2.17 e 2.18 sao denominados trabalhos de
fluxo. Acrescentando esses termos de trabalho, a primeira lei da termodinamica para
um sistema aberto pode ser escrita como:

AE=0Q+0W+P.V1 - P,.V, (2.19)

Passando os termos de trabalho de fluxo para o lado esquerdo:

dE+P2V2—p1V1:5Q+5W (2.20)

Considerando que a energia total E é composta pelos termos de energia interna,
cinética e potencial:

dU+dEK+dEp+P2V2—P1V1:6Q+6W (2.21)

reagrup ando os termos:

U2+P2V2—Ul—P1V1+dEK+dEp:5Q+5W (2.22)

O termo U + PV aparece frequentemente nos célculos termodinamicos, e por
isso recebe uma denominacao especial. Ele é definido como a entalpia (H) do sistema.
Como ele é resultante da combinacao de propriedades de estado, ele também é uma
propriedade de estado.

H=U+PV (2.23)

A primeira lei da termodinamica para sistema aberto pode ser escrita em funcao
da variacao da entalpia:

dH+dEx+dEp=0Q+6W (2.24)

Na eq. 2.24, o lado esquerdo continua representando a variacdo de energia do
sistema, enquanto o lado direito representa o calor recebido pelo sistema da vizinhanca
e o trabalho realizado pela vizinhanca sobre o sistema. Desta forma, a representacao
dE =6Q+6W continua vélida.

2.9 Calor especifico

A teoria do calor especifico determina que a razdo entre a quantidade de calor
fornecida ao sistema e a variacdo de temperatura devido a esse calor é dada por uma
constante, o poder calorifico C, especifica da substancia que se esta avaliando. Por
unidade de massa, tém-se o calor especifico ¢ da substancia.

_9Q

C=
AT

(2.25)

sendo C = m.c:

e C: poder calorifico



2.9. Calor especifico 29

® m:massa

e c: calor especifico

A primeira lei da termodinamica, proveniente da teoria da equivaléncia meca-
nica do calor, propde que calor e trabalho sao intercambidveis, sendo processos que
alteram o estado termodinamico da matéria, representada por sua energia E.

dE=6Q+6W (2.26)

Surge, portanto, a questao: como compatibilizar o calor especifico com a te-
oria da equivaléncia mecanica do calor, e em consequéncia, com a primeira lei da
termodinamica? O que representa o calor especifico?

Para responder a esse questionamento, vamos considerar dois sistemas sendo
aquecidos: o primeiro, com paredes rigidos, sofrerd um processo a volume constante;
o segundo, composto por um sistema pistao-cilindro que pode se mover, sofrerd um
processo a pressao constante. Para ambos os processos, temos que a relacdo entre a
quantidade de calor fornecida e a variagdao de temperatura do sistema é dada por:

5Q=C.AT (2.27)
Pela primeira lei da termodinamica, temos:

¢ Processo a volume constante

Figura 2.4 - Um sistema fechado com paredes rigidas recebendo calor de uma fonte externa a
volume constante sofrerd aumento de sua energia dE = m.c.AT

dE=0Q+06W
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Como o sistema nao realiza trabalho:

dE=5Q
dU +dEx +dEp :5Q

Desprezando os termos de energia cinécita e potencial: dE = dU. Logo:

dU =6Q

Substituindo a Eq.2.27:
dU=C.AT

Escrevendo em propriedades intensivas:

m.du=m.c.dT

du

c=——

dT
Como este é um processo a volume constante, representa-se o calor especifico com o

subindice v:
(a”) 2.28)
cy=|— .
" \or/,

* Processo a pressao constante

Figura 2.5 - Um sistema fechado to tipo pistdo-cilindro recebe calor de uma fonte externa a
pressdo constante sofrerd aumento de sua energia dE = m.c.AT

Neste caso, pela primeira lei, desprezando os termos de energia cinética e po-
tencial, temos um trabalho de expansdao (Wg = —P.dV). Assim:

adu=6Q+o6WwW
dU=6Q-PdV
dU +PdV =6Q (2.29)
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Da definicdo da entalpia: H = U + PV, e como a pressdo é constante:
dH=6Q (2.30)
Substituindo na Eq.2.27:
dH=C.AT
m.dh = m.c.AT
c= dh (2.31)
AT '

De maneira semelhante ao processo a volume constante, indicamos que o
processo € a pressdo constante pelo subindice P. Logo:

cp = (%) (2.32)
aT | p






CAPITULO 3

3.1

Conducao

Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo serdo apresentados os mecanismos fisicos que envolvem a transfe-

réncia de calor por conducao e o seu equacionamento

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

. Explicar os mecanismos fisicos relacionados a transferéncia de calor por condu-

cao

. Determinar quais propriedades representam a conducao

. Equacdo da conducgao

. Determinar condi¢des de contorno apropriadas

3.2 Mecanismos Fisicos
Transferéncia de calor devido a interacdes atobmicas e moleculares.
3.2.1 Gases

* Colisdes moleculares sdo responséaveis pela troca de energia
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* Gases: baixa interacdo molecular

Caracterizacao de gas (ideal): forcas intermoleculares despreziveis, devido a
grande distancia intermolecular (grande caminho livre médio)

Energia em 4tomos e moléculas é determinada pela teoria cinética dos gases,
podendo ser:

e De translacao
Devido ao seu movimento espacial
e derotacao

 Vibracao

3.2.2 Liquidos

Semelhante aos gases, mas com menores distancias moleculares, o que ocasiona
maior namero de colisdes moleculares

3.2.3 Sélidos

Em so6lidos as moléculas estdao em padrao mais regular do que em liquidos e
gases. Além disso, estdo fixas no espaco. Ha duas formas de troca de energia:

* Vibracao de lattice
Vibracdo entre moléculas

e Movimento de elétrons

Leva ao conceito de bom e mau condutor de calor, em similaridade a eletrici-
dade

Nao condutores: transferem energia apenas pela vibracdo de lattice

Bons condutores transferem tanto por vibracdo quanto por movimento de
elétrons.

Bons conditores elétricos geralmente bons condutores de calor

Grafico de Conducao Térmica x Elétrica
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3.3 Aequacao da taxa de conducao

A equacao da taxa de calor, ou equacao de Fourier, foi desenvolvida com base
em observagdes experimentais:

4d=-K.AVT (3.1

Sendo:

qg: taxa de calor [W]

K: condutividade térmica do meio [%(]

A: &rea da sec¢do transversal [m?]

T: temperatura [K]

Em 1-dimensao:
g=-K.A— (3.2)

3.3.1 A condutividade térmica

A condutividade térmica é uma propriedade do material ou meio, e tem valores
tabelados.

gases < liquidos < s6lidos

* Bons materiais condutores elétricos geralmente sao bons condutores térmicos.

e Material Isotrépico

propriedades idénticas em todas as direcoes

* Materia Anisotrépico
Propriedades dependem da direcao

Valores de condutividade variam entre 1072 < K < 103 .

3.3.2 Solidos Metalicos x Ndo metélicos

3.3.3 Gases x Liquidos

3.3.4 Dependéncia da temperatura

3.4 Aequacao da difusao: formulacao integral

* Balanco de energia

Acumulacao (I) = Conducgao (II) + Geracao (III)
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A energia acumulada (I) no sistema devido a uma variacdo de temperatura pode
ser determinada por:

U=m.c(T - Tyey)
m=p.V
dm=p.dV

U:f 0.¢.(T = Tyep).dV (3.3)
1%

Representando em termos de taxas:

ou (T_Tref)
— = Cc—————.dVv
ar fvp “ T ar

a—U—f 2L av (3.4)
ar WP '

O segundo termo, a conducgao de calor, é um vetor que depende do gradiente da
temperatura. Somando em toda a drea do corpo:

4= f ~KdAVT (3.5)
A
Sendo:

* dA: vetor drea, que representa a drea da secao transversal com vetor unitdrio 7
perpendicular a drea e apontando para fora do sistema.

o dANT: produto escalar do vetor drea pelo gradiente da temperatura

Tera valor positivo se os dois vetores tiverem a mesma direcao e sentido, o
que indica que o calor estd saindo do sistema

Do teorema da divergéncia, a integral de area pode ser representada por uma
integral de volume:

fK.d_'A.VT.:f V.(K.VT).dV (3.6)
A v

Leia-se: a integral de area de K vezes o vetor drea produto escalar gradiente de T é igual
a integral de volume do divergente de K gradiente de T.

O termo de geracdo representa uma quantidade de calor gerada por unidade de
volume:

f qdv (3.7)
14

Assim:

oT
fp.c.—.dV=fV.(K.VT).dV+f qdv (3.8)
v ot \% 1%



3.5. Solugdo da equagdo da difusdo de calor 37

Como o volume de controle é arbitfario, temos:

oT .
p-co=V.KVD+q (3.9)

A Eq. 3.9 representa a equagdo da difusdo de calor vetorialmente, independente
do sistema de coordenadas. Sua resolucdo depende do sistema de coordenadas adotado,
das condi¢oes de contorno e das condi¢des iniciais para os casos transitentes.

* Sistema de Coordenadas Retangular
T=T(x,y,2)

Ca_T_i(Ka_T)+i(Ka—T)+i(Ka—T)+' (3.10)
P-Cor Tox\"ax) Tay Moy ) Taz ez ) T '

¢ Sistema de Coordenadas Cilindricas
T=T(1,0,z)

OT 10 ( 0T\ 10 ( 0T\ 0( 0T\
_ _( ) L (909) ( v 3.11)

C.— = — e — +— —
pcét ror rrar 0z\ “oz

+
4 00

¢ Sistema de Coordenadas Esféricas
T=T(r,0,¢0)

oT 10( 2aT) 1 a( aT) 1 0
Ky r2=— +

or
.C.—= —_— — |+ 5———— | K — 7 (3.12
p- oy +rzsen2¢69 950 rzsempa(p( ¢sen<p0¢)+q 5.12)

ot  r2or

3.5 Solucao da equacao da difusao de calor

Para resolver a equacao da difusdo, que é uma equacao diferencial parcial, sdo
necessdrias condi¢des iniciais (para os casos transientes - varidveis com o tempo) e
condic¢oes de contorno apropriadas. De fato, sdo as condig¢des iniciais e as condi¢des de
contorno que diferenciam um problema de outro.

Primeiramente o perfil de temperatura em funcado da posi¢ao espacial é obtido.
Caso se deseje a taxa de calor (ou fluxo de calor), deriva-se a equacao para a temperatura
para ser aplicada na equacao de Fourier.

3.6 Condicoes de Contorno

Sao as condi¢des de contorno que tornam possivel a aplicacdao da equacao da
difusdo para cada caso particular, permitindo que se encontre a equacao para o perfil
de temperatura apropriado no espaco.

Esta €, geralmente, a parte mais dificil na solucao de problemas de conducao,
pois sua correta aplicacdo depende do entendimento correto da fisica do problema.
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Um aspecto importante é ndo introduzir informacoes nado acessiveis nas condi-
¢oes de contorno. E importante que a condi¢do de contorno escolhida tenha um valor
numérico acessivel para que possa ser utilizado na solucao.

Sao varios tipos de condicoes de contorno que podem ser aplicadas.

3.6.1 Temperatura especificada

A condic¢do de temperatura especificada indica que, em determinada localiza¢do
espacial, o valor da temperatura é determinado.

Txy=Ts (3.13)

3.6.2 Fluxo de Calor especificado

Em determinada regido pode haver um fluxo de calor especificado.

oT
qx = —k.A. (E) (3.14)
x=L

3.6.3 Parede isolada

Se a parede € isolada ela ndo troca calor com o meio.

oT
0= —k.A.(—) (3.15)
ox x=-L
3.6.4 Simetria
(G—T) =0 (3.16)
0x x=0 - .

3.6.5 Conveccido

Pela 12 Lei da termodinamica (conservacao de energia):

oT
—K(—) =h(Ts— Ts) (3.17)
0x x=L

3.7 Resisténcia Térmica

Uma analogia importante da lei de Fourier é com a lei de Ohm . Tal analogia nos
fornece uma boa orientacao na solucao de problemas de transferéncia de calor.

Dalei de Ohm, temos:
AU =R.I (3.18)

sendo:

e AU: diferenca de voltagem, em Volts [V]
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¢ R:resisténcia elétrica, em Ohms [Q]

e I: corrente elétrica, em Ampéres [A]

T =100zC T, =50zC

U =10V U, =5V \\ /

Q.
I\R/
L oapne

Figura 3.1 - Da mesma forma que uma diferenca de potencial AU
induz a passagem de uma corrente elétrica I através da resisténcia elétrica R, a
diferenca de temperatura AT induz a passagem de calor Q através do meio com
resisténcia térmica Ry.

A diferenca de voltagem AU = U; — U, é aresponsavel por produzir uma corrente
I, que "escoa"pela resisténcia elétrica. Para transferéncia de calor, por analogia:

e U =dT:adiferenca de temperatura ird gerar um fluxo de calor. E o que "dirige"o
escoamento. Sem essa diferenca nao hé transferéncia de calor

e [ = q: calor é o que flui devido a diferenca de temperatura

e Rrp:resisténcia térmica

Assim:
AT

= R_T (3.19)

q

Da Eq. 3.19, a resisténcia térmica Ry possui dimensoes de [%]

3.7.1 Resisténcia Convectiva

Considere uma parede com temperatura T = T, sujeita a uma taxa de calor g e
exposta a um ambiente externo a T, e coeficiente de conveccao ho,, conforme Fig.3.2.

Ts

/ Too Fio

—

Figura 3.2 — Parede com superficie a temperatura T exposta a convec¢ao com o meio.
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Pela lei de resfriamento de Newton, ou equag¢do da convecgao:

g =h.A(Ts— Tso) (3.20)

Representando na forma de resisténcia térmica:

(TS - Too) (TS - Too)
q: =

(3.21)
1
A Ry
Logo, a resisténcia térmica a conveccao é:
Rr= ! (3.22)
" ha '

3.7.2 Resisténcias em série e paralelo

Da mesma forma que as resisténcias elétricas, as resisténcias térmicas podem
ser acopladas em série e em paralelo.

Considere uma parede A (com espessura L4 e resisténcia térmica R4), em con-
tato com a parede B (com espessura Lp e resisténcia térmica Rp), que por sua vez estd
em contato com a parede C (com espessura L¢ e resisténcia térmica R¢), que por sua
vez estd em contato com ar externo a temperatura T, e coeficiente de conveccao h.
O sistema pode ser representado por nos e resisténcias. A resisténcia equivalente é:

Too, Moo
Ka Kp K¢

La Lg Lc

N NN NN\ AN\~

RA RB RC Rconv

Figura 3.3 — Resisténcia térmica em série

Requiv =Ra+ R+ Rc+ Reony (3.23)

Considere a parede A em contato com as paredes B e C dispostas em paralelo,
com transferéncia de calor unidimensional na dire¢do x, conforme Fig3.4:



3.8. O coeficiente global de transferéncia de calor U 41

C
A A R R R R
B
Rc
Ry
Rp ——o0

Figura 3.4 — As Paredes B e C podem ser representadas por resisténcias térmicas dispostas em
parelelo.

Para as resisténcias em paralelo B e C, tém-se a resisténcia equivalente:

1 1 1
= — 4+ —
Requiv R Rc

(3.24)

3.7.3 Resisténcia de Contato

O contato entre dois corpos nao é perfeito, devido a rugosidade do material.
Dessa forma, ha uma resisténcia de contato. Valores tipicos de resisténcia de contato
sao apresentados na tabela.

3.8 O coeficiente global de transferéncia de calor U






CAPITULO 4

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cartesianas

4.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacao da difusao nas coordenadas adequadas
2. Avaliar as hipoteses da modelagem de problemas de condug¢ao unidimensional

3. Avaliar os diversos tipos de condicao de contorno e seu impacto no perfil de
temperatura

4.2 A equacao da difusdao em coordenadas cartesianas

Inicialmente, vamos avaliar a equac¢do da difusdao em coordenadas cartesianas,
unidimensional e em regime permanente. Em seguida faremos as integracoes apropria-
das e avaliaremos como determinar as constantes de integra¢gdo, com a aplicacdo das
condi¢des de contorno.

De fato, o que diferencia os problemas de transferéncia de calor, além das
coordenadas adotadas, sdo as hipoteses de modelagem e as condicdes de contorno.

A equacao da difusao de calor é:

oT .
p-co-=V.KVT)+ (4.1)

Em coordenadas cartesianas:
oT 6( OT) 0( OT) G(GT

o—=— K|+ — K, = |+ —|K.=— | +4 4.2
P-C 51 T ox " ox Yoy )" oz Zaz) 9 4-2)

+
dy
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Vamos adotar as seguintes hip6teses para a modelagem:

1. Regime permanente

Implica que todas as derivadas temporais sdao nulas: % =0
2. Unidimensional na coordenada x
3. Propriedades constantes

K pode ser retirado da derivada

Aplicando as hipoéteses na equacgdo da difusdo em coordenadas cartesianas, e
como T = T(x) somente, a equacao se transforma na equacao ordinéria:

d( dT\ .
0=— (K—) +q 4.3)

Adotando K constante:

4.4
dx? K (4.4)

A Eqg. 4.4 é a equacdo da difusdo 1-D em regime permanente com geragao de
calor interno q.

Para a integracao da equacao, vamos utilizar o segundo teorema fundamental
do célculo, ou Regra de Barrow, que especifica que a integral da derivada de f é f:

b df
fa Lorm-r@ (4.5)

Fazendo a primeira integracdo em relacdo a coordenada x, com f = %:

fi(ﬂ)_ 4
cdx\dx] J, K
aT q

- T x+cC 4.6
dx Kx ! (4.6)

Fazendo a segunda integracdo em relacao a coordenada x:

(45 ee)
cdx J.\ K !

T(x) = —%{xz +C.x+Cy 4.7)

As constantes de integracao C; e C, na equacao do perfil de temperatura sao
determinadas com a aplicacao das condi¢oes de contorno apropriadas. Sdo elas que
irdo diferenciar o resultado de problemas particulares.

Da anadlise da Eq.4.7, chegamos as seguintes conclusoes:
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1. Quando houver geracao de calor ¢, o perfil de temperaturas serd parabdlico, com
concavidade para baixo

2. Quando nao houver geracao de calor interno, o perfil de temperatura sera linear.

A solucao de problemas particulares, com a correta aplicacao das condicoes de
contorno, serd realizada nos capitulos subsequentes.






CAPITULO 5

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cartesianas sem geracao de calor
em uma placa plana com
temperaturas conhecidas

5.1 Objetivos do Capitulo

» Neste capitulo a equacao da difusao serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacdo da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacdo algébrica a partir das condicdes de contorno, para coorde-
nadas cartesianas.

4. Deteminar as resisténcias térmicas para o sistema de coordenadas adotado.

5.2 Conducao em uma placa plana sem geracao de calor interno

Considere a transferéncia de calor unidimensional em regime permanente, sem
geracao de calor interno, numa placa plana de espessura L e condutividade térmica
K com temperaturas das superficies conhecidas T; e T» (T; > T>), respectivamente,
conforme Fig. 5.1:
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I <-- -2 1

N ’

(¢
7

L

Figura 5.1 — Placa plana sem geracdo de calor e temperaturas conhecidas nas paredes

Da equacao da difusao de calor:

oT .
p.c.E:V.(K.VT)+q (5.1)

Em coordenadas cartesianas:
oT O(KaT)+0(K6T)+6(K6T)+, 5.2)
C— = — — |+ = — |+ = — .
P Tax \“ox ) Tay Moy ) Taz (MFaz) T

Adotando as hip6teses simplificadores:

[a—

. Regime permanente

Todas as derivadas temporais sdo nulas: % =0

2. Unidimensional na coordenada x

3. Propriedades constantes
K pode ser retirado da derivada
4. Sem geracdo de calor interno: g =0
Vamos aplicar essa condi¢ao apo6s as duas integracOes para manter a genera-
lidade.
Como T = T(x) somente, a equacado da difusdo se transforma na equacao ordi-
ndria:
0= d(KdT)+' (5.3)
“dx\ " ax) ’
Adotando K constante:
a’T g
—_—— 5.4
dx? K 64

A Eq. 5.4 é a equacdo da difusdao 1-D em regime permanente com geragao de
calor interno g. Apesar do problema em anélise ndo ter geracao de calor, vamos realizar
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a integracao da forma mais genérica para depois aplicar as condicoes de contorno
apropriadas e determinar as constantes de integracao.

Para a integracao da equacao, vamos utilizar o segundo teorema fundamental
do célculo, ou Regra de Barrow, que especifica que a integral da derivada de f é f:

b df
fa 2L w-ra 5.5)

Fazendo a primeira integracdo em relacdo a coordenada x, com f = 4L:

dx
dx2 f K

j d (dT)
rdx\dx X K

ar q +C (5.6)
— =——x .
dx K !

Fazendo a segunda integracgdo:

ar (4
xa—j);( K.X+C1)

T(x) = —%{xz +CLx+Co (5.7)

A Eq.5.7 é amesma que foi determinada no capitulo 4.

Para o problema sem geracao de calor ¢, o perfil de temperatura € linear, e a
equacao simplifica para:

Tx)=Ci.x+C (5.8)

5.2.1 Aplicacdo das condicdes de contorno

Sao necessdrias duas condicoes de contorno para determinar as constantes de
integracdo. No caso, temos duas temperaturas especificadas. Assim

* Condicdo de Contorno 1
Temperatura da superficie na posicao x = 0 conhecida:
Tx=0=T

* Condicao de Contorno 2
Temperatura da superficie na posicao x = L conhecida:
Tx=L)=T

* Aplicando a primeira condicdo de contorno: T(x=g) = T}
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T =C1.0+Cy
C=T (5.9)

* Aplicando a segunda condicao de contorno: T(x=1) = T

To=Ci.L+Cy
T,=C;.L+T;
To— Ty
C = 5.10
1 I (5.10)

Subtituindo as constantes de integracao C; e C» na equacao do perfil de tempe-
ratura (Eq. 5.8), obtidas da aplicacdo das condi¢6es de contorno, tém-se:

-1

T(x):( )x+ Tl (5.11)

Observamos que a Eq. 5.11 representa um perfil linear de temperatura na parede
em funcao da posic¢ao x.

Uma vez que o perfil de temperaturas é conhecido, a taxa de calor [W] (ou fluxo
de calor [W/m?]) pode ser determinada pela equacéo de Fourier. Para a taxa:

q=-kA— (5.12)

. ~ = oT _ _Dh-T S
Da derivag@o da equagao, obtemos que 5 = C; = 7. Assim:

(5.13)

g=—K.A (TZ_TI)

L

O fluxo de calor (ou taxa) possui direcao igual ao gradiente de temperatura mas
sentido oposto. Seu sentido é de T; (maior temperatura) para 7> (menor temperatura).

5.2.2 Resisténcia térmica a conducio
Pode-se determinar a resisténcia térmica a conducao na parede plana, lem-

AT
brando que g = 7o
T

T,-T
q:—K.A.( 2 1)
(Th - T)
—K A=
9 L
_ (=T AT
(&) Rr
L
Rp= — (5.14)

K.A
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A unidade de Ry sera:

R b
T=KA
(Ry] = [m]
m=Tw
fape
m.K
[RT] = [5] (5.15)
Tl — W .
(5.16)

5.2.3 Aplicando valores

Seja uma placa de espessura total L = 60mm e condutividade térmica K =
50W/m.K sem geracao de calor interno. As paredes sao mantidas 4 temperatura de
T: =100zC em x =0 e T, = 502C em x = L. Para condicao de regime permanente,
determine:

1. O perfil de temperatura na parede

2. O fluxo de calor na parede
Vamos considerar as hipoteses simplificadores:

1. Regime permanente
Todas as derivadas temporais sao nulas: % =0
2. Unidimensional na coordenada x

3. Propriedades constantes

K pode ser retirado da derivada
4. Sem geracao de calor interno: g =0

5. Condicao de contorno 1:
temperatura conhecida 7; na superficie em x = 0:
T(x =0)= T1

6. Condicao de contorno 2:
temperatura conhecida 7> na superficie em x = L:
Tx=L=T,

Aplicadas na equacdo da difusao, resultaram na Eq.5.11, repetida abaixo:

T,—T,

T(x):( x+ T
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Substituindo valores, obtém-se:

T [C]

100 [°C]

x(m] T(x) [°C]
0 100
0,01 91,67
0,02 83,33
0,03 75
0,04 66,67
0,05 58,33
0,06 50

[ﬂ 50 [°C]

1

2 3 4 5 6 x[cm]

Figura 5.2 — Perfil de temperatura na placa em funcao da posicao x e sentido do fluxo de calor

O fluxo de calor é:

%:_50[ WK] (

4q_ Tz -T
A
50-100
0,06 )
q._ =41666,67 [
A

(5.17)

Observem que o fluxo de calor é positivo, indicando que é no mesmo sentido

do eixo coordenado x adotado, ou seja, é da esquerda para a direita. Como esperado, o
fluxo é no sentido da maior temperatura para a menor temperatura.

5.2.4 Analise da condutividade

Considere a parede analisada com temperatura T = 100ZC em x = 0 e fluxo

de calor g’ = 41666,67 [%] , conforme calculado anteriormente. O que ocorre com a
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temperatura na face direita quando a condutividade térmica varia? Temos duas possibi-
lidades:

1. Condutividade aumenta

Quanto maior a condutividade, mais condutor é o material. A temperatura no
corpo tende a ser mais uniforme. No limite, em que K — oo ndo havera gradiente
de temperatura no corpo.

2. Condutividade diminui

Quanto menor a condutividade mais isolante é o material. Nesse caso a
diferenca de temperatura no corpo ird aumentar.

Da equacao da condutividade, a temperatura na parede direita em funcao do

fluxo de calor é:
Th—T
o)
q L
q’.L)

(5.18)

TZ:TI—( X
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T [°C]
100 [°C] |\ - ' ,
1000
100~ |
\\\ \\\ 60
\\ \\\ 5
' 50 [°C]
40,
30,
0 1 2 3 4 5 6 X [cm]

Figura 5.3 — Pefil de temperatura para fluxo de calor constante g’ = 41666,67[W/m?],

temperatura na face esquerda fixa em T = 100zC, placa com espessura de 60[mm]

e condutividades térmicas de 30[W/m.K], 40[W /m.K], 50[W/m.K], 60[W/m.K],
100[W/m.K] e 1000[W/m.K]



CAPITULO 6

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cartesianas com geracao de calor

6.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusao serd aplicada para problemas de transfe-
réncia de calor unidimensional em regime permanente com geracao de calor
interno

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacao da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacdo algébrica a partir das condicdes de contorno, para coorde-
nadas cartesianas.

4. Deteminar as resisténcias térmicas para o sistema de coordenadas adotado.

6.2 Conducao em uma placa plana com geracao de calor interno

Considere uma placa plana de espessura L e condutividade térmica K com
temperaturas das superficies conhecidas de 71 em x =0 e 7> em x = L e geracdo de
calor interno ¢, conforme Fig. 6.1:
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I <-- -2 1

N ’

L

Figura 6.1 — Placa plana com gerac¢do de calor e temperaturas conhecidas nas paredes
Da equacdo da difusdo de calor:

oT .
p.c.a =V.(K.VT)+gq (6.1)
Em coordenadas cartesianas:

oT O(KOT)+6(K6T)+6(K6T)+, 62
Cc—=—|Ki—|+—|K—|+—|K,— .
P-Cr Tax \“ox ) Tay Moy ) Taz (MFaz) T

Adotando as hipéteses simplificadoras:
1. Regime permanente: % =0
Todas as derivadas temporais sao nulas

2. Unidimensional na coordenada x

3. Propriedades constantes
K pode ser retirado da derivada

4. Com geracao de calor interno

Resolvendo a equacdo da difusdo com as hipoteses adotadas:

0—1(K£)+' (6.3)
Cdx dx q '
Adotando K constante:
0 — K i (ﬂ) +
C dx\dx

a’T g

- =-_1 6.4

dx? K (6.4)

A Eq. 6.4 é a equacdo da difusao 1-D em regime permanente com geracao de
calor interno q.



6.2. Condugdo em uma placa plana com geragao de calor interno 57

Para a integracao da equacao, vamos utilizar o segundo teorema fundamental
do célculo, ou Regra de Barrow, que especifica que a integral da derivada de f é f:

b df
fa 2= 6.5)

Fazendo a primeira integracdo em relacdo a coordenada x, com f =

A

a’T g

xdxzz r K

d (dT\ [ ¢

[ &)
ar_ 4 .. ¢, (6.6)
dx K

Fazendo a segunda integracgdo:

ENEne
cdx J.\ K !
T(x) = —%(x2+C1.x+C2 6.7)

A Eq.6.7 é amesma que foi determinada no capitulo 4. O perfil de temperatura
é parabdlico.

6.2.1 Aplicacdo das condicdes de contorno

Sao necessdrias duas condicoes de contorno para determinar as constantes de
integracao. No caso, temos duas temperaturas especificadas. Conforme apontado no
Cap.3:

Um aspecto importante é ndo introduzir informagoes ndo acessiveis nas
condigoes de contorno. E importante que a condigdo de contorno escolhida
tenha um valor numérico acessivel para que possa ser utilizado na solugdo.

* Condicdo de Contorno 1

Temperatura da superficie na posicdao x = 0 conhecida:
T(x = 0) = T1

* Condicao de Contorno 2

Temperatura da superficie na posicao x = L conhecida:
Tx=L)=T1>

 Aplicando a primeira condicdo de contorno: T(x=g) = T}
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T(x) = —%{.xz +CLx+Co

q o
Tx=0=—-0+C;.0+C
(x=0) 5K 1 2

Th=0C (6.8)

* Aplicando a segunda condicao de contorno: T(x=1) = T

T(x) = —%{.xz +Ci1.x+C

q

T(x=L)=-——I?>+C1.L+C
( ) 5K 1 2
q .,

To=———L“+Cy.L+ T
2T oK ! !
q .,
To—T) +——.I%=C;.L
(T, - T) 5K 1
T, —T ;
c=2"1, 9, 6.9)
L 2.K

E a equacao se torna:

T = ——L 2+ CLx+C

2.K
. -
T =--L 24|27, 9 1| xv1
2.K L 2K
] To—T1).x ]
T(x) :—ix2+Tl+( R VE S| [L.x]
2.K L 2K
. - .2
Twe-d 2Pz 4 /| (6.10)
2K L 2K

Observamos que a Eq. 6.10 representa um perfil parabdlico de temperatura na
parede em funcao da posicao x, com concavidade para baixo.

Uma vez que o perfil de temperaturas é conhecido, a taxa de calor [W] (ou fluxo
de calor [W/m?]) pode ser determinada pela equacéo de Fourier. Para a taxa:

q= kadL (6.11)
0x
J& sabemos que:
% = —% x+C
%:-%.H TZ;Tl wol (6.12)

L (6.13)
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6.2.2 Aplicando valores

Uma placa tem espessura L = 60[mm], condutividade térmica K = 50[W/m.K]
e geracdo de calor interno § = 5.10[W/m3]. A parede direita ¢ mantida a temperatura
de T, = 100[zC]. Para condicao de regime permanente e 100 < T;[ZC] < 200, determine:

1. Perfil de temperatura na parede
2. Méxima temperatura na parede

3. Fluxo de calor na posi¢do x =L

A equacdo para o perfil de temperatura j4 foi determinada:

) T _T )
T =-P e |Lz ) 4 4 g (6.14)
2.K L 2.K

O resultado para 0 < x < L é apresentado na Tab.6.1 e Fig.6.2 para temperatura
T, =100zC e T; de 100ZC, 150ZC e 200ZC.

Tabela 6.1 — Perfis de temperatura para T» = 100[ZC] e T; = 100[ZC], T; = 150[ZC] e T; = 200[zC]

x[m] T7[100°C] T;7[150°C] T7[200°C]

0 100 150 200
0.003 107.188 155.104 203.021
0.005 113.75 159.583 205.417
0.008 119.688 163.438 207.188
0.01 125 166.667 208.333
0.013  129.688 169.271 208.854
0.015 133.75 171.25 208.75
0.018 137.188 172.604 208.021
0.02 140 173.333 206.667
0.023 142.188 173.438 204.688
0.025 143.75 172.917 202.083
0.028 144.688 171.771 198.854
0.03 145 170 195
0.033 144.688 167.604 190.521
0.035 143.75 164.583 185.417
0.038 142.188 160.938 179.688
0.04 140 156.667 173.333
0.043 137.188 151.771 166.354
0.045 133.75 146.25 158.75
0.048 129.688 140.104 150.521
0.05 125 133.333 141.667
0.053 119.688 125.938 132.188
0.055 113.75 117.917 122.083
0.058 107.188 109.271 111.354
0.06 100 100 100
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. T, =100zC
200 |- —a— T =150zC
—o— 17 =200zC
180 |- :
OG 160 | :
=
140 | :
120 | :
100 | :
| | | | | | |

X [m] 1072

Figura 6.2 — Perfil de temperatura para conducdo unidimensional com geracdo de calor interno
e temperaturas das paredes especificadas T» = 100[ZC] e T; = 100[zC], T} = 150[zC]
e T1 = 200[zC]

Observamos que a temperatura méaxima € na linha de centro da placa no caso
em que 11 = T, e desloca para a esquerda a medida que T7 > T».

6.2.3 Avaliando a condicdo de simetria

Considere uma placa de espessura 2L = 60[mm] e condutividade térmica K =
50[W/m.K] e geracao de calor interno g = 5.108[W/m?]. As paredes sao mantidas as
temperaturas iguais de Ts = 100[ZC]. Para condicao de regime permanente, determine:

1. Perfil de temperatura na parede
2. Méxima temperatura na parede
3. Fluxo de calor na posi¢do x = L (superficie direita)

4. Compare com os resultados obtidos na secao anterior
Neste caso, vamos adotar o eixo de referéncia posicionado na linha de centro da

placa.

A equacado para o perfil de temperatura ja foi obtida:

T(x) = —%x2+Cl.x+Cg (6.15)
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* Condicdo de Contorno 1

Como as temperaturas sao iguais nas superficies da parede, pode-se adotar a
condicao de simetria na posicdo x =0 (linha de centro):

(%)(x:m:o

* Condig¢ao de Contorno 2
Temperatura da superficie na posicao x = L conhecida:
Tx=+L)=Ts

Nesse caso também é conhecida a temperatura na superficie na posicao

xX=-
* Aplicando a primeira condicao de contorno: (%)( 0= 0
xX=

dT q

—=——x+C

dx K !

0= —%.0 +C;
C1=0 (6.16)

* Aplicando a condic¢ado de contorno de temperatura conhecida na parede: T(y=_1) =
Ty=+1=T;

[*]Nesse caso, podemos utilizar tanto a parede esquerda como a direita. O
sistema de coordenadas foi adotado a partir da linha de centro da placa.

. 2
q x
Tx)=-—=.—+C1.x+C
2 K 2 LrT 2

T(x=L)= q L2+C
B K2
g L?
Ts=——.—+C
S K 2 2
g L*
C22T5+E.? (6.17)

Subtituindo as constantes de integracdo C; e C» na equacao do perfil de tempe-
ratura (Eq. 6.7), obtidas da aplicacao das condi¢des de contorno, tém-se:

. 2 . 2

g x g L

To=-92 f7+ 4~

W=k TS k2
T = Ts+ %{ (L2 - x?) 6.18)

Observamos que a Eq. 6.18 representa um perfil parabdlico de temperatura na
parede em func¢ao da posicao x.
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Uma vez que o perfil de temperaturas é conhecido, a taxa de calor [W] (ou fluxo
de calor [W/m?]) pode ser determinada pela equacéo de Fourier. Para a taxa:

=-k.A o7 (6.19)
q=—k. “Ox .
Ja sabemos que % = —%.x. Assim:
q=-K.A. (—%.x) =q.x (6.20)

O fluxo de calor (ou taxa) possui direcao igual ao gradiente de temperatura mas
sentido oposto. Da anélise da Eq. 6.18, observamos que o valor mdximo da temperatura
serd para a posicao x = 0, que é a linha de centro da placa plana:

q ;2
Tmax = Ts+ RL (6.21)

O gradiente de temperatura é no sentido das temperaturas das paredes T para
a temperatura maxima na linha de centro, enquanto a taxa (e fluxo) de calor sdo na
mesma direcao mas no sentido oposto, da linha de centro para a superficies da placa.

No caso em andlise, podemos considerar que metade do calor dissipado vai para a face
direita e a outra metade para a face esquerda da placa.

Pode-se determinar a resisténcia térmica a conducao na parede plana, lem-
_ AT,
brando que g = &

q:_KA(Ts_Tmax)

o= xp Tmax =T
A

— (Tmax_ TS) _ E
(2)  Br
L

Rr=—— 6.22
T 1 ( )

Sendo L metade da espessura da placa. A unidade de R seré:

[Rr] = —] (6.23)
(6.24)

e Perfil de temperatura na parede
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Substituindo valores na Eq. 6.18, com espessura da parede L = 0,06[m] e
—-0,03[m] = x < +0,03[m]:

Teo = Ts + o (L% — x2):

O resultado do perfil de temperatura, para os casos com geracao de calor interno
g e 2.q sao apresentados na Fig 6.3.

x[m] T[°C] TI[°C] com 2.g
—-0.03 100 100
—0.028 105.8 111.6
-0.026 111.2 122.4
-0.024 116.2 132.4
-0.022 120.8 141.6
-0.02 125 150
—-0.018 128.8 157.6
-0.016 132.2 164.4
-0.014 135.2 170.4
-0.012 137.8 175.6
-0.01 140 180
—0.008 141.8 183.6
—0.006 143.2 186.4
—-0.004 144.2 188.4
—0.002 144.8 189.6
0 145 190
0.002 144.8 189.6
0.004 144.2 188.4
0.006 143.2 186.4
0.008 141.8 183.6
0.01 140 180
0.012 137.8 175.6
0.014 135.2 170.4
0.016 132.2 164.4
0.018 128.8 157.6
0.02 125 150
0.022 120.8 141.6
0.024 116.2 132.4
0.026 111.2 122.4
0.028 105.8 111.6
0.03 100 100

T[°C

180

160

140

120

100

i —=-2.q |
| | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
x [m] 1072

Figura 6.3 — Perfil de temperatura para conduc¢ado unidimensional com geracao de calor interno

e temperaturas das paredes especificadas. Valores apresentados para geracao

interna ¢ e para o caso em que a geracao de calor interno é duplicada (2.g)

Para temperaturas 177 = T» = 100[zC] os resultados obtidos com as Eqs.6.10 e 6.18
sdo iguais, embora as condi¢des de contorno aplicadas e até a posi¢ao de referéncia do
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sistema de coordenadas sejam diferentes, o que resultou em constantes de integracdo
diferentes. A Eq.6.10 é mais genérica, pois pode ser aplicada para qualquer valor de
temperaturas 1) e T», enquanto a Eq 6.18 seja mais simples e mais especifica, podendo
ser aplicada apenas no caso em que 77 = T>. Como vemos, o sistema de coordenadas,
sua referéncia e até mesmo as condicoes de contorno podem ser escolhidas de forma a
simplificar ou generalizar o procedimento de solu¢ado. Essa é uma decisao que deve ser
tomada no processo de modelagem.

—e—Eq.6.10
140 | —=—Eq.6.18
130 | :
o
= 120 :
110 | :
100 :
| | | | |
-2 0 2 4 6
x [m] 1072

Figura 6.4 —- Comparacdo entre os perfis de temperatura para resolu¢cdao com a Eq.6.10
(considerando a parede entre 0 < x < 0.6[m] e condi¢bes de contorno de
temperaturas especificadas) e a Eq.6.18 (considerando a parede entre
—0.3 < x = +0.3[m]) e condicao de contorno de simetria
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CAPITULO 7

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cartesianas. Resisténcia térmica

Uma parede composta consiste de 3 materiais dispostos em série. Nao ha troca
de calor nas extremidades e a transferéncia de calor é unidimensional, conforme mos-
trado na Fig.7.1. A parte interna estd em contato com ar a temperatura T, e coeficiente
de conveccao h,. Considere que o sistema esteja em regime permanente. Determine a
temperatura da superficie interna.

Tsi — Tse
Too, h
4 \oo N KA KB KC
AISI 1010 | Isolante | Tijolo
y
—— x & > Qo >
l LA l LB l LC l
Figura 7.1 — Parede composta em série
Dados:

o Too =225[2C); hoo = 25[W/m? K]
o Ty =20[2C]

* Aco AISI 1010 K4 = 63,9[W/m.K]; Material isolante Kg = 0,4[W/m.K]; Tijolo
Kc=0,72[W/m.K]
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e [4=0,6[m]; Lg =0,03[m]; Lc =0,04[m]
Considere:

1. Regime permanente
Conducdo unidimensional na coordenada (x)

Propriedades constantes

s~ L

Resisténcia térmica a conducao:

_ L
Rr=x3

Para este caso, a representacao em nos e resisténcias térmicas fornece uma boa

alternativa de solucio.

T, Tl; T T T]

G — AN AN AN AN
Rconv Rra Rrp Rrc

¢ 3¢ ¢ 5
La Lg Lc

78

Figura 7.2 — Representacao por nds e resisténcias térmicas e Resisténcia térmica equivalente

O célculo da resisténcia equivalente R,, ocorre da mesma forma que em resis-
téncias elétricas. No problema em andlise as resisténcias estdo em série, assim:

n
i=1
1 L, Lz Lc
= + + +
h.A Kjg.A Kp.A Kc.A

Sendo A a drea da secdo transversal.

Por analogia com sistemas elétricos:

U=R.I
AT =R.q

(7.1)
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No caso do circuito equivalente as temperaturas T, € T, sdo conhecidas. Os
dados para o cdlculo da resisténcia equivalente também sdao conhecidos, o que permite
calcular o fluxo de calor g’ = %:

AT

9= 1, Ly, Ly o Lo
h.A " Ks.A  Kp.A  Kc.A

/- AT
T1(1 Ly, Lp ., L
P )
AAT
=71 L, L. L
Too " Ka " Ks T Ke
q AT
A~ R,
AT
q =— (7.2)
R,

O fluxo de calor g’ pode ser calculado com a resisténcia equivalente R/, ¢ que
nao depende da 4rea da secao transversal.

Fazendo a substituicdo de valores:

AT =T — Tse =225-20 =205(K] (7.3)

A diferenca de temperatura € a mesma nas escalas Celsius e Kelvin!

1 L L L
Réq:—+—A+—B+—C
ho Ka Kp Kc
;o 1 N 0,6[m] N 0,03[m] N 0,04[m]
¢4 25[W/m2.K] 63,9[W/m.K] 0,04[W/m.K] 0,72[W/m.K]

R,,=0,04+0,0094+0,075+0,0
R,,=0,18[K.m*/ W] (7.4)

/

Com a obtencao da resisténcia equivalente R,,

calor ¢q':

pode-se determinar o fluxo de

, AT 205[K]
"R, 0,18[K.m?/W]

w
q =1138,89 oz (7.5)

Aplicando a primeira lei da termodinamia (balanco de energia) na face esquerda
da parede, temos o volume de controle da Fig.7.3:
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1
1
A G
1 /////////r////////////iggladg//////////////////////
5000000000500005000057 2000000500005000050057
1 1000000000000 050000500005000000050 T
1 se

Tsi \ \
A B C

qconlp deond; A
—_—

777777777777777777777777777777777
A e

7
2777 7777777777777 777
7777 2207777777777

NN
NN

Figura 7.3 — Volume de controle na face esquerda. O calor que chega por conveccdo na face é
conduzido através da parede A

Da primeira Lei:

dE . .
—=Q+W (7.6)

Nio hd4 realizacdo de trabalho (W = 0) e o sistema estd em regime permanente(% =0).
Assim:

0=0+0 (7.7)
Logo:

qéonv'A = qlcond;A-A
qéonv = q::ond;A (7.8)

Em qualquer regido do corpo, através do balanco de energia (aplicacdo da
primeira lei da termodinamica), chegamos ao resultado que o fluxo de calor que chega
na face esquerda da parede é o mesmo que sai na face direita. Ou seja, o calor que
chega por conveccao na face externa da parede é conduzido através do corpo A e depois
através dos corpos B e em seguida pelo corpo C.

Este resultado tem implicacoes praticas muito importantes. Se o fluxo de calor
foi determinado, podemos agora aplica-lo em cada trecho do circuito térmico e obter
as diferencas de temperatura. Para a superficie interna o circuito térmico considerado
estd destacado na Fig. 7.4
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q’q o—/\/\/\,—o—/‘ \ A\~~~ AN\, ~o-AN\/N\ o
Réonv R/TA R,TB R,TC

Figura 7.4 - Circuito térmico considerado para célculo da temperatura da parede interna T;.
Calor e resisténcia estdo representados em fungao do fluxo de calor g’

Too — Tsi
q = °°,—” (7.9)
RCOI’ZU
Logo:
!/ /
Tsi=Too—q -Reony
5 W11 1 [m?zC
Tsi =225[2C]-1138,89 | — | .—

m2|25| W

Tsi =179,44[zC] (7.10)

Para a temperatura na face direita da parede A, podemos considerar o circuito
térmico composto pelos nos T;; e T ou T, até T (nessa caso, calcula-se a resisténcia
equivalente to trecho considerado).

.

y Circuito considerando Ty; até T;
] . . . 2

1 Circuito considerando T, até T;

_{
i
ot
e .:4..-_.
=
2

Figura 7.5 - Circuito térmico considerado para cdlculo da temperatura da parede direita do
material A. Calor e resisténcia estao representados em funcédo do fluxo de calor g’

Para o trecho considerado, utilizando os nés T; até T;:

/ Tsi - Tl

-y
Rcond;A

q (7.11)
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h=T- ql'Ri‘ond,A

. w1l 06| m
T, = 179, 44[3C] — 1138,89 | — | . [ _ ]
m?2)] 63,9 L W/mzC
T, = 168, 75[7C] (7.12)

Para o trecho considerado, utilizando os nés T, até T;:

Too—T
g =—"22"1 (7.13)
RCO”U + Rcond;A
Ih=Tw- q,-(Réonv + Réond,A)
5 Wl(1 06 m
Ty = 225[7C] —1138,89 | — | .| — + [ _ ]
m2|\25 63,9) W/mzC

T, = 168, 75[2C] (7.14)

Para a parede B, o mesmo procedimento utilizado na parede A pode ser adotado.
Pode-se utilizar qualquer trecho apropriado do circuito térmico, seja de T, até T», de
Ty até T, ou mesmo de T» até T,. Utilizando os nés T; e T»:

Figura 7.6 — Circuito térmico considerado para célculo da temperatura da parede direita do
material B. Calor e resisténcia estao representados em fungdo do fluxo de calor ¢’

q = (7.15)

TIo=T~- q,'(Réond;B)
0, 03) [ m ]
0,4 )L W/mziC
T> = 83,34[zC] (7.16)

w
1>, =168,75[2C] —1138,89 [—2] (
m

Outros circuitos podem ser considerados para a parede B, conforme demons-
trado na Fig. 7.7:
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: Circuito considerando T, até T,

: I Circuito cénsiderando Ts; até Ty
: E | Circuito cénsiderando T até T»
Ti Tyi T T Tt
PO 57 1 2 se
q q 9—/I \V\V\/—— \/\/\,—o—/\/\/\,—q—/l \/\/\,—o:
' l ' I ! ! .
! Rconv . RTA RTB i RTC
- :. .................. 1

Figura 7.7 — Circuitos térmicos alternativos para célculo da temperatura da parede do material
B. Calor e resisténcia estao representados em func¢ao do fluxo de calor ¢’






CAPITULO 8

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cilindricas

8.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em coordenadas cilindricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacao da difusao nas coordenadas adequadas
2. Avaliar as hip6teses da modelagem de problemas de condug¢do unidimensional

3. Avaliar os diversos tipos de condicao de contorno e seu impacto no perfil de
temperatura

8.2 Aequacao da difusao em coordenadas cilindricas

Inicialmente, vamos avaliar a equacao da difusdo em coordenadas cilindricas,
unidimensional e em regime permanente. Em seguida faremos as integracdes apropria-
das e avaliaremos como determinar as constantes de integra¢do, com a aplica¢do das
condicdes de contorno.

A equacao da difusao de calor é:

oT .
p-o=V.KVD+q 8.1)

Em coordenadas cilindricas:

200\ 000) " az\ ‘oz

Vamos adotar as seguintes hip6teses para a modelagem:

+q (8.2)

SO0 (0T
Pt " rar (" ar
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[a—

; .0 _
. Regime permanente: 3z =0

Todas as derivadas temporais sao nulas

\S)

. Unidimensional na coordenada r (radial)

w

Propriedades constantes
K pode ser retirado da derivada

=~

Com geracdo de calor interno

Aplicando as hipdteses na equacao da difusdo em coordenadas cilindricas, e
como T = T(r) somente, a equacao se transforma na equacgao ordindria:

ld( aT
0= Ky.r

rdr dr)+q (8.3)

Para K constante, a equacao ordindria a ser resolvida sera:

d ( d T) _q.r 8.4)
dr\ dr K ’
Fazendo a primeira integracao em relagdo a posicdo r (lembrando que f ar -
f+0:
d( dr q.r
dr=1[ -1=
f ar (r dr) = fr K
AL o (8.5)
dr ~ 2Kk '
Fazendo a segunda integracdo em relacdo a coordenada r:
d T _q.r° r?
— = +C
' ar 2.K !
d T _qr
d ro2. K r
f d r
-
T(r)= —q— +CiIn(r) +C, (8.6)
4.K

As constantes de integracao C; e C, na equacao do perfil de temperatura sao
determinadas com a aplicacdo das condi¢des de contorno apropriadas. Sao elas que
irdo diferenciar o resultado de problemas particulares.

A solucao de problemas particulares, com a correta aplicacao das condi¢coes de
contorno, serd realizada nos capitulos subsequentes.



CAPITULO 9

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cilindricas: corpo soélido

9.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em coordenadas cilindricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacdo da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacdo algébrica a partir das condicdes de contorno, para coorde-
nadas cilindricas

4. Deteminar as resisténcias térmicas para o sistema de coordenadas adotado.

9.2 Conducdao em uma cabo sé6lido com geracao de calor interno

Considere um cabo sélido e longo de didmetro D e condutividade térmica K,
com geracdo de energia interna ¢. A superficie externa possui temperatura especificada
Ts. Determine o perfil de temperatura e a equacgdo para a taxa de calor.

Para esse caso as coordenadas cilindricas sdo mais apropriadas. A equacdo da
difusao, Eq. 3.9, repetida abaixo é:

Ca—T—V(KVT)—i-'
p.c.o - =V.(K. q

Em coordenadas cilindricas:

oT 10 oT 10 oT 0 oT\ .
(Kn e+ 2o (Ko og )+ o5 (K2 + 0.

O = —— — |+ 5 —|Kg=— |+ — [K.—
P T ror o ) T 250\ 80 ) T 6z \ oz
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Adotando as hipé6teses simplificadores:

[u—

; .0 _
. Regime permanente: 57 =0

Todas as derivadas temporais sao nulas

2. Unidimensional na coordenada r (radial)

w

. Propriedades constantes

K pode ser retirado da derivada

1SN

. Com geracao de calor interno

Ap6s duas integracoes, conforme Cap.8, obtém-se a Eq.8.6 para o perfil de
temperatura em funcao do raio, repetida abaixo:

T(r) = _ar +CIn(r) +C 9.2)
T4k ! 2 '

9.2.1 Aplicacdo das condicées de contorno

Sao necessdrias duas condicoes de contorno para determinar as constantes de
integracdo. Para o caso em andlise, temos:

* Condicao de Contorno 1
Temperatura na superficie (posicao r = R) conhecida:

T(r=R)=T,

* Condic¢ao de Contorno 2
Condicao de simetria na linha de centro do cabo:
().
dr ) -

1. Fazendo a derivada da equacao do perfil de temperatura, e isolando a constante
de integracao Cy:

T(r) = q'r2+Cln(r)+C
Tk 2

ﬂ — _ﬂ + Cll
dar 2.K r

r.ﬂ = _c';._rz +C; (9.3)
dar 2.K

2. Aplicando a condicdo de contorno de simetria na linha de centro:
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Substituindo C; na Eq.8.6:

dr
7.0%
0.0=-2" 1 ¢
2.K
Ci=0 9.4)

)
.r
T(r)= _Z._K +CiIn(r)+ Cy

2

T(r) = —Z:—; +Cy 9.5)

3. Aplicando a condicao de contorno de temperatura especificada na superficie:

Logo:

T(r=R) = q-R* +C
T T Tk
q.R?
T, =— +C
ST 4k
Co=Ts+ q-R* (9.6)
2TUTYK '

. 2
Tn=-3"L¢,

4K
s 2 s D2

T .R
T =-3T s 1,492
4K 4K

T(r) = Ty+ %{ (R -]

q . r?
T(r):Ts+R.R l_ﬁ 9.7)

Para a taxa de calor, a partir da equacdo de Fourier e da Eq.9.3:
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KA dT
S dr
AT  q.r?
—=—+C
s dr 2.K T
dT  q.r?
f—=——
dr 2.K
ar_ _q.r
dr 2K
q.r
=-KA|-——
9=-KA|-57)
q.r
=K.A|—
9=K 7]
_q.r.A

(9.8)

9 2
9.2.2 Abordagem alternativa para determinacdo da equacdo para o perfil
de temperatura
Uma outra forma de se obter a equagdo para o perfil de temperatura é, partindo
da equacdo da difusdo com as hipoteses de modelagem apropriadas, proceder a integra-

¢do e subtituir as condi¢des de contorno, quando forem aplicaveis, antes de prosseguir
com as novas integracgoes.

A equacao da difusdo ap6s a aplicacao das hipéteses do modelo é:
1d ( at

0=—— — ] 9.9
rdr w4 ©.9)

K;.r.
rrdr

Para K constante, a equacao ordindria a ser resolvida sera:

i(rﬂ)__ﬂ 9.10)
dr\""dr] K '

Fazendo a primeira integracdo em relagao a posicado r (lembrando que [ % =
f+0):
f d (r dT) [ _4gr
Ldr\dr] ), K
dT q.r?

. LAY 9.11
Y G ©.11)

aTr
Aplicando a condic¢do de contorno de simetria: (—) =0:
r=0

.
dT  q.r?
r— -1 _,¢
dr 2K 1
7.02
0.0= —q—+C1
2.K

C =0 9.12)
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A equacgdo ordindria se torna:

rdT _qrt
dr 2K
ar _ q.r?
dr  2.K.r
dT _ q.r 9.13)
dr 2K '
Fazendo a segunda integracdo em relacao a r:
f ar _ ( q.r
cdr J, 2K
.2
T(r)=———+C
=52k "%
q.r?
Tr)=——+0C (9.14)

4.K

Aplicando a condicao de contorno de temperatura especificada na superficie
Ty=p =T

2

T =-1"+c,
4.K
T(r=R) =T;= i +Cy
4.K
Co=Ts+ (i (9.15)
4.K

Obtidas as constantes de integracao C; e C», a solucdo geral é:

- 2 . 2
) .R
T(r):_q_r+Ts+q_
4.K 4.K
q r?
T(r) = TS+H<R2 il_ﬁ (9.16)

2 . .
Observamos que o termo [1 — %] varia entre os valores de 1, para r =0 até o

valor 0 para r = R. Dessa forma, o maior valor da temperatura, para esse caso, sera

quando r = 0:
gR*
Tmax = Ts+ 4K (9.17)

9.2.3 Exercicio 1

Seja o cabo sélido e longo de diametro 2cm, condutividade K = 7,2W/m.K,
com geracdo de calor uniforme § = 2x10’[W/m?3] e temperatura na superficie de 100°C.
Determine a maxima temperatura no cabo.
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* Hipoteses do modelo
regime permanente
conducdo unidimensional na direcdo radial (coordenadas cilindricas)
Propriedades constantes
Simetria no centro (condicdo de contorno)

Temperatura na superficie especificada (condi¢cdao de contorno)

A partir das equacdo da difusdo de calor em coordenadas cilindricas, aplicadas
as hip6teses do modelo e as condicoes de contorno apropriadas, obteve-se a equacao
para o perfil de temperatura:

q r?
T(r):Ts+U<R I—F (9.18)

E Tyax = T(r =0). Assim:

2

gR
Tmax=Ts+ R
1 2x107 L0 (161072 [m?))?

4 7,2[W/Im.K]

Na Eq.9.19 a fragdo do lado direito resulta em unidades [K], enquanto a tempera-
tura estd em [°C]. Devemos lembrar que a variacdo de temperatura nas escalas Celsius
e Kelvin sao iguais, dessa forma, para se obter a temperatura final em Celsius, basta
somar os dois termos, ou converter 100°C para escala Kelvin e somar, o que resultara
no mesmo valor de temperatura, apenas expresso em escalas distintas.

Tinax = 100[z2C] + 69,44 = 169,44[2C] (9.20)



CAPITULO ]. O

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cilindricas: casca cilindrica

10.1 Objetivos do Capitulo

» Neste capitulo a equacao da difusao serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em coordenadas cilindricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacdo da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacao algébrica a partir das condi¢oes de contorno, para coorde-
nadas cilindricas

10.2 Casca cilindrica

T
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Uma casca cilindrica de comprimento L e condutividade K tem temperaturas
especificadas T; em r; e T> em r,. Para regime permanente. Determine:

1. Distribuicdo de temperatural radial T{;
2. Taxa de transferéncia de calor g através da camada

3. Resisténcia térmica R; da camada

Adotando as hip6teses simplificadores:

; .0 _
1. Regime permanente: 5z =0
Todas as derivadas temporais sao nulas

2. Unidimensional na coordenada r (radial)

3. Propriedades constantes
K pode ser retirado da derivada

4. Condicoes de contorno:
CC1: T(r:rl) = T1
ccz: T(rzrz) = Tg

Ambas as condicoes de contorno sao relativas a temperatura especificada em
determinada posicao, o que implica que teremos que determinar a equacao para
o perfil de temperatura para depois obter as constantes de integracao.

A partir da equacdo da difusdo de calor em coordenadas cilindricas, aplicadas as
hip6teses simplificadoras e realizada a integracdo em funcdo da coordenada r, resulta
na Eq.8.6, repetida abaixo:

T(r) = —ﬁ+c In(r) +C 10.1)
T a7 2 '

Para o caso sem geracao de calor interno g:
T(r)=CiIn(r)+C, (10.2)

Aplicando as condic¢des de contorno de temperaturas conhecidas:
T = Cllnr1+C2 (10.3)

To=Cilnr, +Cy (10.4)

Subtraindo a Eq.10.4 da Eq.10.3:

T1 - Tg = (Cllnrl +C2)—(C11nr2+C2)

T1 - Tg = C1 ln(ﬂ)
r2

_h-T;

C = 1n(%) (10.5)
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Obtido Cj, pode-se subtituir tanto na Eq.10.3 quanto na Eq.10.4 para obter C,:

C2: Tl—Cllnrl

Inry (10.6)

E a equacdo para o perfil de temperatura é:

T(r)=CiInr+GC,

T - T T - T
Tr) = | =—2|nr+ |1 - 1r21 1]
T
In(3) | In3)
Tl—Tg r
T(r) = . ln(r— + T (10.7)
ln(r—z) 1

A Eq.10.7 também pode ser escrita como:

Th—-T,
T

in(%)

Para a taxa de calor, aplicamos a equacao de Fourier:

T(r)y=T1 -

r
ln(—) (10.8)

=-K.A dt (10.9)
q=-K.A— .
Em que a 4rea na casca cilindrica é:
A=2.m.r.L (10.10)

Derivando a equacao do perfil de temperatura sem geracao de calor interno
(Eq.10.2):

T(r)=CiIn(r)+C,
ﬂ = 9 (10.11)
dr r '

C, ja foi determinado, logo:
Th—-T,

% _ b (r%) (10.12)
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86

A equacdo para a taxa de calor é:

=-K.A—
qa dr

(10.13)

10.2.1 Resisténcia térmica a conducdo

Escrevendo na forma de resisténcia térmica:

r
ln(—)
(10.14)
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Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
cilindricas: resisténcia térmica

11.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equac¢ao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em coordenadas cilindricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacdo da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicdes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacao algébrica a partir das condi¢des de contorno, para coorde-
nadas cilindricas

4. Aplicar o conceito de resisténcia térmica na coordenada apropriada

11.2 Casca cilindrica e resisténcia térmica
Agua quente a temperatura T, e coeficiente de convec¢do hy, escoa no interior
de um tubo de cobre de parede fina com didametro D, que esta envolto com isolante de

espessura €; e condutividade térmica K;. O ar ambiente estd a temperatura T,, e possui
coeficiente de conveccdo h, com a parede externa do isolante. Calcule:

1. Ataxa de calor por unidade de comprimento do tubo

Representando o modelo em termos de resisténcias térmicas, temos:
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har

Dados:

Too = 100%C; T,y = 257C;

o N =30[W/m?.K1; hgr = 20[W/m?.K];

Kcobre =401[W/m.K1; Kisorante = 0,05[W/m.K];

e D=4cm;e=2cm;

Resolvendo o problema por resisténcia térmica, temos:

q= AT (11.1)
Req '
As resisténcias estao em série, assim:
1
Rconv = m
A1 = 27'[7‘1L
1

R = - 11.2
conv hoo2.7.11.L ( )

Conforme o enunciado o tubo de cobre é de parede fina, dessa forma sua
resisténcia térmica nao sera considerada. Para o isolante, tém-se:

Ri =Rcopa = (11.3)
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A resisténcia a convecgdo entre a parede externa do isolante e o ar é:

1
RAT' —
conv har-Az
Ay =2mroL
1
£ (11.4)

conv har.z.n.rz.L

Assim, a resisténcia equivalente é:

A
Req = Reonv+ Ri+ Rioy,

1 ln(%) 1

= + + 11.5
hoo2.m.r1.L  2.71.K;.L hgr.2.m.10.L ( )

Req

Substituindo valores: r; =2cm; rs=ri+€=2+2=4cm

1 In (2o 1

Req = + (ZCmM)/ +

30| ;4% | 2m@102)m.L 2m0.05[ZR].L 20| W] 2m4.1072(m).L

0,2653 220  0,1989

= + ++
L I L
R 2,67 [m.K (11.6)
“T L w ‘

¢ AT=Tw—Tu =100-25=752C

AT

1= Ren

_ 75[K]

T 267 1mK

= 57 ]

q [W
L=28|— (11.7)
L m







CAPITULO ]. 2

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
esféricas

12.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em coordenadas esféricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacao da difusao nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicdes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacao algébrica a partir das condi¢Ges de contorno, para coorde-
nadas esféricas

4. Deteminar as resisténcias térmicas para o sistema de coordenadas adotado.

12.2 Conducao em uma esfera

Inicialmente, vamos avaliar a equacao da difusao em coordenadas esféricas,
unidimensional e em regime permanente. Em seguida faremos as integracdes apropria-
das e avaliaremos como determinar as constantes de integracdo, com a aplicag¢do das
condicoes de contorno.

De fato, o que diferencia os problemas de transferéncia de calor, além das
coordenadas adotadas, sdo as hip6teses de modelagem e as condi¢des de contorno.

A equagdo da difusdo de calor é:

oT .
p'C'E =V.(K.VT) +¢q (12.1)
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Em coordenadas esféricas:

oT 1 0 ( ZGT) 1 0 ( OT) 1
p.c = K.ro— +

9 T
or_1o - 9 (g Kysenp— |+q (12.2
ot~ Zor\"" ar ) 2sengp o6\ P 30 ( ¢Se”‘/’a¢)+q (122)

r2seng 0
Vamos adotar as seguintes hip6teses para a modelagem:
1. Regime permanente
Implica que todas as derivadas temporais sdo nulas: % =0

2. Unidimensional na coordenada radial

3. Propriedades constantes

K pode ser retirado da derivada

Aplicando as hipéteses na equacao da difusao em coordenadas esféricas, e como
T = T(r) somente, a equacao se transforma na equacao ordindria:

0= li(K rzﬂ) ny (12.3)
T r2dar\CT dr q :
Adotando K constante:
—&i(rzﬂ + g
Cr2dr dr q
d( ,dT q.r
- =1 12.4
dr (r dr) K ( )

A Eq. 12.4 é a equacdo da difusao 1-D em regime permanente com geracao de
calor interno q.

Para a integracdo da equacao, vamos utilizar o segundo teorema fundamental
do célculo, que especifica que a integral da derivada de f € f:

b df
—=f(b) - 12.5
dx fb) - fla) (12.5)
Fazendo a primeira integracdo em relacdo a coordenadar, com f = %'
f d (rsz)dr—f q'rzdr
rdr dar Jr K
art q.r3
2

—=———+C 12.6
d dr 3K T ( )

Fazendo a segunda integracdo em relacdo a coordenada r:
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dr  g.r

2

——__1T .C

d dr 3K T
dT_ c'].r C

=_ 4+ —
dar 3.K r?
aT 7. C
—dr:f—ﬂdr+ Lar
rdr r 3.K r 1

2
T(r) = —q'—r—%+(:2 (12.7)

As constantes de integracdo C; e C, na equacao do perfil de temperatura sao
determinadas com a aplicacdo das condi¢des de contorno apropriadas. Sdo elas que
irdo diferenciar o resultado de problemas particulares.

Da anadlise da Eq.12.7, chegamos as seguintes conclusoes:

1. Quando houver geracao de calor ¢, o perfil de temperaturas serd parabdlico, com
concavidade para baixo

2. Quando nao houver geracao de calor interno, o perfil de temperatura sera linear.

A soluc¢do de problemas particulares, com a correta aplicacdao das condicoes de
contorno, serd realizada nos capitulos subsequentes.






CAPITULO ]. 3

Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
esféricas: corpo soélido

13.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusao serd aplicada para problemas de transfe-
réncia de calor unidimensional em regime permanente em corpo sélido em
coordenadas esféricas

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacdo da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacao algébrica a partir das condi¢des de contorno, para coorde-
nadas esféricas

4. Deteminar as resisténcias térmicas para o sistema de coordenadas adotado.

13.2 Conducao em uma esfera s6lida com geracao de calor interno

Considere uma esfera de raio r, condutividade K e geracdo de calor interno 4. A
superficie externa possui temperatura especificada T;. Determine o perfil de tempera-
tura e a equacdo para a taxa de calor.

Para esse caso as coordenadas esféricas sdo mais apropriadas. A equacao da
difusao, Eq. 3.9, repetida abaixo é:

0T V.(K.VT) +q
.c.—=V.(K.
p-C57 q
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Em coordenadas esféricas:

ca—T—ii(K rza—T)+;i(K a—T)+;i(K sen 0—T)+' (13.1)
P = 2ar N oy r2sen?p 00\ 00 ) r2senpop\ ¢ (pagb q e

Adotando as hip6teses simplificadores:

0
. Regime permanente: Frin 0

Todas as derivadas temporais sao nulas

[a—

. Unidimensional na coordenada r (radial)

w N

. Propriedades constantes
K pode ser retirado da derivada

o

. Com geracao de calor interno

Ap6s duas integracoes, conforme Cap.12, obtém-se a Eq.12.7 para o perfil de
temperatura em funcao do raio, repetida abaixo:

q.r
TrrH=-—-—+QC (13.2)

13.2.1 Aplicacdo das condicdes de contorno

Sao necessdrias duas condicoes de contorno para determinar as constantes de
integracdo. Para o caso em anélise, temos:

* Condi¢ao de Contorno 1
Condicao de simetria na esfera:

(dT) o
dr r=0_

¢ Condic¢ao de Contorno 2
Temperatura na superficie (posicao r = R) conhecida:

T(r=R)=T,

1. Fazendo a derivada da equacdo do perfil de temperatura, e isolando a constante
de integracao Cy:

. 2
q.r C1
T - _Zic
(r) 6K 2
dT q.r C;
R Y SR | o
dr 6.K D75
2@__q.'_r3 C
dr 3K
dT q.r3
c=r22 4 (13.3)
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2. Aplicando a condicao de contorno de simetria na esfera:

dT q.r
_ .2
Ci=r (dr)r:0+ 3.K
3

1 0
Cp = 0%.(0)+ 1=

3.K
C =0 (13.4)
Substituindo C; na Eq.12.7:
)
q.r C
Tr)=-———-2224C
(") 6.K r 2
T(r) = @ e (13.5)
T 6K ‘

3. Aplicando a condicao de contorno de temperatura especificada na superficie:

T(r:R):—Z'—;(+C2
7.R?
I=—4 G
7.R?
Co,=Ts+ ZS_K (13.6)
Logo:
o 2
> C
o 2 o p2
: R
T =-3T s 7,447
6.K 6.K

q .- r
T(r):Ts+6—K.R l_ﬁ (13.7)

Para a taxa de calor, a partir da equacao de Fourier e da Eq.13.3 (derivada da
temperatura):
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—_xadl
=50
ar__4qr G
dr  3.K r2
ar_ _q.r
dr  3.K
q.r
= —K.A|-2—
9 ( 3.K)
q.r
=K.A.|—
1=K {)
7.1.A
g=" (13.8)

3

13.2.2 Abordagem alternativa para determinacdo da equacdo para o perfil
de temperatura

Uma outra forma de se obter a equacao para o perfil de temperatura é, partindo
da equacdo da difusdo com as hip6teses de modelagem apropriadas, proceder a integra-
¢do e subtituir as condi¢des de contorno, quando forem aplicéveis, antes de prosseguir
com as novas integracoes.

A equacdo da difusdo ap6s a aplicacao das hipéteses do modelo é:

i(rzﬂ) __ar (13.9)
dr\' dr) K '

Fazendo a primeira integracdo em relagao a posicao r (lembrando que [ % =

f+0):
d(,dT c'/.r2
—|rf*—|\dr=| ———d
frdr(r dr) r fr K r

Zﬂ——é"—r?ﬁc (13.10)
dr 3Kk ! '

Aplicando a condicado de contorno de simetria: (%) 0 0:
r=

7.0°
0%.0 = —‘;—K o

C =0 (13.11)

A equacao ordindria se torna:

= (13.12)
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Fazendo a segunda integracdo em relacao a r:
ar 7.1
al - f _4ar
rar r 3K
.2
q.r
T(r)=- + C
=35k
r=-9" 4 ¢ (13.13)
6.K - '

Aplicando a condicao de contorno de temperatura especificada na superficie

Tir=r = Ts

q.R?
T(r):TS:—BK +C
q.R?

Co =T+
276K

E a equacdo para o perfil de temperatura é:

-2 - 2

r .R
Tr=-1",1.4

6.K 6.K

T(r) T+é"R2[1 rz]

r)= —|l-=

76K R2

13.2.3  Substituindo valores

(13.14)

(13.15)

Seja uma esfera de didametro 2cm, condutividade K = 7,2W/m.K, com geracao
de calor uniforme ¢ = 2x10” [W/m?®] e temperatura na superficie de 100°C. Determine

a maxima temperatura na esfera.

Pela andlise da Eq.13.7, observamos que a maxima temperatura serd para a

posicao r = 0 (centro da esfera). Assim:

T —T+‘7'R2[1 r°

max = 1s 6.K R2
7.R?

Tmax = S+Z§.K

Tmax =100[zC] +

2x107 [%] (110722 [m?]

Tonax = 100[2C] + 46,29[K]
Tonax = 146,29[2C]

6x7,2[ 27 ]

(13.16)

As temperaturas nas escalas Celsius e Kelvin podem ser somadas, pois a variacao

em ambas as escalas é a mesma.
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O perfil de temperatura ao longo do raio é apresentado na Fig.13.1.

150 [ a

140

130 | N

T[°C]

120 | N

110

100 | N

|
0 02 04 06 08 1
x[m] 1072

Figura 13.1 - Perfil de temperatura na esfera sélida ao longo do raio
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Conducao unidimensional
permanente em coordenadas
esféricas: casca esférica

14.1 Objetivos do Capitulo

* Neste capitulo a equacao da difusdo serd aplicada para problemas de transferén-
cia de calor unidimensional em regime permanente em uma casca esférica

Ao final deste capitulo, o aluno deve ser capaz de:

1. Aplicar a equacao da difusdo nas coordenadas adequadas
2. Aplicar as condicoes de contorno apropriadas

3. Desenvolver a equacao algébrica a partir das condicdes de contorno

14.2 Casca esférica

Uma casca esférica de material com condutividade K, possui temperatura T;
emr=rjeT,emr=ry, ry>r;.Pararegime permanente, determine:

1. Distribuicao de temperatural radial T{;
2. Taxa de transferéncia de calor g através da camada

3. Resisténcia térmica R; da camada
A equacao da difusao é:
oT )
p-e s =V.KVD)+4

Em coordenadas esféricas:

oT 10 (K 2(3T)+ 1 0 (K 6T)+ 1 0 (K 6T)+_ (14.1)
C—==—|Kr'—|+————=|Ky— | + —— | Kypsendp— .
P T r2ar U ar r2sen?¢ 00 %0 r2send o\ * ¢a¢ 9
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Adotando as hipé6teses simplificadores:

0
. Regime permanente: a7 =0

Todas as derivadas temporais sao nulas

[a—

2. Unidimensional na coordenada r (radial)

w

. Propriedades constantes

K pode ser retirado da derivada

1SN

. Sem geracao de calor interno

Ap6s duas integragoes, conforme Cap.12, obtém-se a Eq.12.7 para o perfil de
temperatura em funcao do raio, repetida abaixo:

. 2

q.r C
Tin=-3"_=¢ 14.2
N=—ex 7 T¢ (14.2)

Este é um caso sem geracdo de calor interno, assim:

G
T(r)= —T +C (14.3)

14.2.1 Aplicacido das condicdes de contorno

Sao necessdrias duas condicoes de contorno para determinar as constantes de
integracao. Para o caso em andlise, temos:

* Condi¢ao de Contorno 1
Temperatura T; conhecida na posi¢cao r =r;
Tr=r)=T

* Condic¢ao de Contorno 2
Temperatura 7> conhecida na posicao r =r;
T(r=r 2) = T2

Aplicando as condic¢des de contorno de temperaturas conhecidas:

G

T1=——+C, (14.4)
n
G

Th=——+Cy (14.5)
I

Subtraindo a Eq.14.5 da Eq.14.4:
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C C
Tl—TZZ(——1+C2)—(——1+C2)
n r2
C C
hH-Th=—+C+—-0C
n r2
cC, C
T -Th=—-—
ra 1
1 1
h-T,=C|——-—
rn.. n
- h-T
C = ( 1 1) (14.6)
rn. n
A Eq.14.3 se torna:
G
T(T)Z—T'FCZ
(h—-T3)
(4]
T(r)=-——+C,
Th—-T)1
Tr=-=1 o (14.7)
(F-%)"
2 n

Para obter a constante C, pode-se substituir qualquer uma das duas condicoes
de contorno. Para r = ry:

(-1
T(r)__(L L); C2
r n

T,-T->) 1
Tl__(l 2) 1 C,
1_1\n
(’2 rl)
T1—-T5) 1
CZ:T1+( -1 (14.8)
(L L) n
r rn

Obtidas as constantes de integracdo C; e C», a equacao para o perfil de tempera-
tura é:

C
T(r)=——+GC,
r

e M= (=T 1
1_1)r 1_1\n
(%-#) (%-#)
T(r)=T, + (h-12) (l - 1) (14.9)
1)\rn r

)

r
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Para a taxa de calor, aplicamos a equacdo de Fourier:

aT
qg=-K.A— (14.10)
dr
Em que a drea na casca esférica é:
A=4m.r?

(14.11)

Derivando a equacao do perfil de temperatura sem geracao de calor interno
(Eq.14.3):

C
T(r)=-——+GC,
r
dT ¢
dr 12
(14.12)
C, ja foi determinado, logo:
n-T
dr _ [5-7)
dr 12
dT  T\-T, 1 (14.13)
dr (L_L) r2 )
N
A equacao para a taxa de calor é:
KA art
T
h-T 1
= -K.4.7m.1°. -
q m.r ( . L) 2
r2 r
h-T 1
_ 2 1 2 .
qg=4.K.m.r°. (L_L) =)
r r2
T -T
qg=4.K.n S

(14.14)



14.2. Casca esférica 105

14.2.2 Resisténcia térmica a conducio

Escrevendo na forma de resisténcia térmica:

AT
q= Ry
h-T.
q:4.K.n.¥
1_1
(5-%)
_h-T, AT
rll_%) RT
4.K.m
1_1
Rp=1_" (14.15)
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